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Caractéristique d’un anneau, extensions simple, extensions finies - TD 8

. Montrer que si m est un nombre entier positif tel que m - a = Og pour tout a € R, alors la

caractéristique n de R divise m.

. Montrer que nous avons carR = n € Z~g si et seulement si n est le plus petit nombre entier

positif tel que n -1 = 0p.

. Si R est un anneau avec carR = p ou p est un nombre premier, alors

(a+b)P=a?+b" et (a—bP=al b
pour tous a,b € R.

. Si R est un anneau integre avec carR = p ou p est un nombre premier, alors ’application

(de Frobenius) F': R — R, a — aP est un monomorphisme. De plus, si R est fini, alors F’
est un isomorphisme.

Soit R est un anneau intégre et F := Frac(R). Montrer que Frac(R[z]) = R(z) = F(z).
Montrer que Frac(Z[i]) = {a + bi|a,b € Q = Q[i] = Q(3).

Montrer que Frac(Z[v3]) = {a + bv/3|a,b € Q = Q[v3] = Q(v/3).

Soit E/F et a,b € E. Montrer que F(a,b) = F(a)(b) = F(b)(a).

Soient ' C E C K des corps tels que K est une extension simple de F'. Montrer que K est
une extension simple de F.

Montrer que [Q(7) : Q] = 2.
Montrer que [Q(v/3) : Q] = 2.
Soit E/F. Montrer que nous avons [E: F|=1& E =F.

Soient F; C Fy C --- C F}, des corps, avec n > 3. Montrer que
n—1
[Fo: Fy) = [[[Fisa: F.
i=1
Soient F' C E C K des corps tels que [K : F] = p, o p est un nombre premier. Dans ce cas,
soit K = FE soit £ = F. De plus, K est une extension simple de F.

Soit F' un corps fini avec |F| = ¢, et soit E/F avec [E : F] = n € N*. Montrer que F est un
corps fini avec |E| = ¢".

Si F' est un corps fini, alors |F'| = p" pour un certain n € N*, ou p = carF.



